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摘要：波江座 α是一颗具有代表性并被比较充分观测的快速自转恒星。以该星为例，建立了一种

可以利用有限的观测数据有效反演此类恒星椭球形状及其内部结构的并行数值方法。求解此问题

的经典近似方法 (一般)只对慢速旋转的恒星有效，需要对旋转角速度作小扰动假设；而该方法为
严格数值求解恒星的旋转多方球模型，对快速旋转的情形仍然保持有效。该方法采用的大规模并

行有限元方法，对超级计算设备的性能与计算方法实现的效率都有很高的需求。计算表明，如果

有限元网格包含数千万单元水平，则经过充分内存优化的代码在上海超级计算中心曙光 5000A超
级计算机上运行需要不少于 1024核的资源。
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1 引 言

在不存在自转或显著潮汐作用的情况下，绝大多数演化成熟的恒星宏观上处在自引力与

压强梯度力的流体静力学平衡状态，这种平衡会导致恒星具有球对称的密度分布。不同类型

的恒星具有差异巨大的内部状态，然而整体而言，多方过程可以对这些恒星内的气体进行比

较统一的描述。多方气体密度 ρ与压强 p的关系由状态方程

p = Kρ1+1/n (1)

决定。参数 n称为多方指数，它是多方过程的核心参数；而 K 作为一个热力学参数，它本身

是玻尔兹曼常数、气体的平均分子量和某一个内禀温度的函数
[1]
。

对于非简并星，经典的恒星结构理论始于开尔文提出的绝热模型
[2–4]
。绝热模型适用于内

部对流主导的恒星。绝热过程可以被视为是多方指数 n = 1/(γ − 1)的多方过程，其中 γ是理

想气体的绝热指数。另外一种极端的情况是爱丁顿最早考虑的辐射平衡模型
[5, 6]
。在辐射平衡
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中，辐射压强远远大于热力学压强，被认为是气体压强的主要贡献；辐射平衡模型的多方指

数为 3。实际上，恒星的真实结构介于绝热模型和辐射平衡模型之间，即一般的多方平衡模
型。这样无旋转孤立恒星内部的流体静力学平衡可以用球坐标系下的一维 Lane-Emden方程
描述

[2, 7]
：

1
r2

d
dr

(
r2

ρ0

dp
dr

)
+ 4πGρ0 = 0 . (2)

方程中 r为径向坐标，G是万有引力常数，而 ρ0 代表无扰动的恒星内部密度分布，它是 r的

函数。联合式 (1)可知，不同的多方指数可以导致具有不同物理表征的径向密度分布
[1, 8, 9]
。

然而，恒星形成过程中角动量守恒造成星体最终总是具有一定程度的自转，并且普遍

存在的双星、多星系统使得恒星会受到伴星产生的潮汐作用的影响。自转和潮汐作用是对

Lane-Emden方程的两种主要扰动，这些扰动会造成恒星的形状偏离球形并且内部结构失去
球对称的特性。如果不严格考虑密度分布与引力场之间的关系，自转恒星可以简单地用洛希

模型近似
[10]
。洛希模型忽略恒星气体包层产生的引力，认为引力场由位于中央的质点形成；

而气体包层内压强梯度力、引力和旋转离心力三者处于静力学平衡状态。洛希模型非常粗

略，仅仅在外层大气比较符合物理实际，所以仅用于估算。钱德拉塞卡最早发展出了一种一

阶近似方法求解慢自转情况下的受摄 Lane-Emden方程
[11]
，可以得到相应的旋转多方球的椭

球形状和密度分布。Martin在 1970年将钱德拉塞卡的方法推广到二阶，从而可以更加准确
地处理转速稍快的情况

[12]
。对此问题的其他解决方案还包括 Monaghan和 Roxburgh提出的

双重近似格式 (double approximation scheme)
[13]
、Roberts与 Hurley提出的变分方法 (variational

methods)
[14–17]
以及由 Ostriker和 Mark提出并沿用至今的自洽引力场方法 (self-consistent-field

methods)
[18, 19]
。这些方法都不能严格求解旋转扰动问题——它们都在多方模型之上加入了其

他近似条件，所以当恒星的自转速度很快时，得到的解与真实解存在很明显的偏差
[20]
；并且

在其他扰动因素 (例如较差自转)存在的情况下这些方法难以被推广。

波江座 α是一颗典型的具有极高速自转的恒星。作为一颗 B型主序星，波江座 α距离太

阳系 44.1 pc
[21]
。根据主序星的质光关系，估算出该星的质量为 6.07 M� (1.21 × 1031 kg)

[22]
。通

过谱线展宽可以确定其赤道处的投影线速度 Ve sin i = 225 km/s
[23]
。得益于其较近的距离，利

用高空间分辨率的红外干涉测量，已经实现了对其进行直接成图观测
[24]
。尽管如此，由于其

复杂的星周环境与可能存在的伴星，其形状仍然相当不确定
[25]
。正是因为该星的预期扁率极

大 (约 0.3)，各种近似方法均不能有效地求解其内部结构。

笔者在 2012年第一次实现了一种严格求解快速自转扰动下多方气体自引力平衡方程的
数值方法。该方法采用全三维二阶有限元格式，通过求解正反演混合问题，可以同时确定旋

转多方球的形状和内部密度分布
[20]
。在模型中，我们以最简单的多方指数 n = 1为例 (可以使

力学平衡方程线性化)，最简洁地展示我们对问题的求解流程。对于更加真实的多方指数甚至
非多方过程的气体状态方程，本方法均可适用。

确定多方模型后，严格求解问题主要面临两个困难：一是星体的椭球形状参数是需要求

解的一个未知量，然而在有限元方法中它又是必需的已知信息；二是式 (1)中的参数 K 同样

无法被先验确定。克服这两个困难的途径是反演拟合较精确的观测数据，例如恒星的质量。
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在拟合的过程中，需要多次求解三维有限元问题，正是这种迭代拟合过程的计算量非常大，

所以大规模并行计算必不可少。

接下来，本文以波江座 α为例，研究其星体形状与内部密度分布的问题。在第 2章中，
首先讨论自引力平衡条件下多方气体服从的力学方程和边界条件；在第 3章中，将给出采用
的数值方法和计算结果；最后在第 4章中进行总结并讨论该方法的应用前景。

2 力学模型

2.1 气体状态方程和静力学平衡方程

考虑一个孤立的多方气体星球围绕 z轴旋转，角速度为 Ω0z，z是旋转方向的单位矢量。

在这里我们不必要求 Ω0 很小。由于旋转，星体的形状是一个扁的旋转椭球。其赤道半径为

Re，极半径为 Rp，偏心率为：

E =

√
R2

e − R2
p

Re
. (3)

由于我们令多方指数 n = 1，故多方气体的状态方程为：

p = Kρ2 . (4)

在共转坐标系下，流体静力学平衡方程为如下形式：

− ∇p
ρ
− ∇Vg − ∇Vc = 0 . (5)

Vg 是引力势，Vc 则是离心势。引力势服从泊松方程：

∇2Vg = 4πGρ , (6)

而离心势则可以简单表为：

Vc = −1
2
Ω2

0s2 . (7)

其中 s是空间一点到 z轴的距离。对式 (5)取散度，并联立式 (4)、(6)、(7)，可得到关于密度
的线性非齐次亥姆霍兹方程：

∇2ρ +
2πG

K
ρ =

Ω2
0

K
. (8)

如果选取赤道半径 Re作为特征长度，星体的总质量 M作为特征质量，则对式 (8)进行无量纲
化可得

∇2ρ + αρ = β . (9)

其中的无量纲系数为：

α =
2πGR2

e

K
, β =

Ω2
0R5

e

MK
.
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由于已经假设星球是孤立的，所以在星球的外表面，压强的边界条件为零，这也隐含了密度

的零边界条件。形式上，方程和边界条件给定了数学问题，求解式 (9)即可得到密度分布。而
事实上，方程的求解区域和热力学参数 K 都是未确定的，因此需要另外两个条件使得整个问

题设定。它们是自由等势面条件和质量拟合条件，下面将分别予以讨论。需要特别指出的是，

模型中考虑的星体及其边界来自于对物质分布的数学抽象。在实际的观测中，由于辐射转移

机制的复杂性，不同波段观测下星体表现的边界与物质分布的实际情况并不能完全一致。

2.2 自由等势面条件

联立式 (4)和 (5)容易得到

∇
(
2Kρ + Vg + Vc

)
= 0 . (10)

这等价于

2Kρ + Vg + Vc =常数. (11)

在星球表面，由于 ρ = 0，我们立刻就可以导出自由等势面条件：

Vt , Vg + Vc =常数. (12)

记星球的自由表面为 S，式 (12)表明：椭球面 S必须是总势 Vt 的一个等势面。这个等势面条

件构成对问题的第一个约束，它使得对于给定的热力学参数 K，恒星的形状，或者说数学上

式 (9)被定义的区域不再具有任意性。也就是说，偏心率 E是 K 的函数。如果可以确定 K 的

取值，那么恒星的形状就可以被确定。

2.3 质量拟合条件

除了像波江座 α这样近距离的亮星以外，极少有恒星能够被成图观测。这使得我们一般

无法得到恒星的形状参数 E，从而反演重要的状态常数 K。然而，对于大多数主序星，质光关

系可以简单地给出恒星质量的估计值，所以我们的方法旨在找到与恒星观测质量匹配的旋转

多方球解。质量约束可以唯一确定常数 K 的取值。

3 数值方法与结果

3.1 两次迭代定解过程

数值上，我们采取两重迭代的方法寻找符合上面提到的所有限制条件的解。基本步骤是

对 K 和 E分别进行迭代。
第一步，给定 1个初始的 K 值，这样我们可以得到相应的 α与 β。再选取 1个初始的 E，

以确定求解区域：

D =

{
(x, y, z) | x2 + y2 +

z2

1 − E2 < 1
}
, (13)

以及边界：

S =

{
(x, y, z) | x2 + y2 +

z2

1 − E2 = 1
}
. (14)
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随后，利用三维有限元方法，在区域 D中求解式 (9)。有限元方法采用二阶十点四面体单元
对椭球区域进行三角剖分。图 1展示了一个完整的有限元网格以及网格内一个典型单元的格
式。在式 (9)两边同时乘以任意满足零边界条件的检验函数 wρ 后在整个区域积分，再利用分

部积分公式处理二阶导数项，最终我们得到方程的弱形式：
∫

D
−∇ρ·∇wρdV + α

∫

D
ρwρ dV = β

∫

D
wρ dV . (15)

在推导中，由于零边界条件，边界积分项自动被消除。在每一个单元内，我们用插值公式近

似 ρ：

ρ =

10∑

j=1

ρ jΦ j . (16)

ρ j 就是密度 ρ在第 j个节点上的取值，也就是我们需要求解的未知数，而 Φ j 是如下定义的

二阶插值多项式： 

Φ1 = L1(2L1 − 1) , Φ2 = L2(2L2 − 1) ,
Φ3 = L3(2L3 − 1) , Φ4 = L4(2L4 − 1) ,
Φ5 = 4L1L2 , Φ6 = 4L1L3 , Φ7 = 4L1L4 ,

Φ8 = 4L2L3 , Φ9 = 4L2L4 , Φ10 = 4L3L4 ,

(17)

其中 L j ( j = 1, 2, 3, 4)是单元中的体积坐标
[26]
。本文采用的 Galerkin有限元方法就是将网格

中所有 N 个节点上定义的插值函数的集合作为检验函数空间。这样便可以从式 (15)导出关
于所有 ρn 线性代数方程组：

N∑

n=1

(∫

D
−∇Φm·∇Φn + αΦmΦndV

)
ρn =

∫

D
βΦmdV,m = 1, 2, 3, · · · ,N . (18)

在实际计算中，出于精度需要，网格内一般包含数千万单元
[20]
。采用标准的 Krylov子空间方

法可以高效求解最终得到的大规模稀疏线性方程组。

第二步，保持 K 不变，我们需要迭代调整 E使得自由等势面条件得到满足。从计算的角
度看，式 (12)等价于

(I − n ⊗ n) · ∇Vt = 0 . (19)

其中 I是二阶 3 × 3单位张量，n则是区域表面 S上的单位法向量，⊗为并矢运算符号。如
果旋转椭球形状严格符合物理实际，那么式 (19)在数学上就会严格成立。而实际上，除了少
数极为特殊的密度分布状态以外，旋转流体的形状并不是严格的旋转椭球，尽管这种偏差极

小
[27]
。这样的现实情况使得我们不可能要求等式 (19)严格达到，而只能要求数值解满足极小

化条件：

min
0<E<1

P · ∇Vt , (20)

其中，

P , I − n ⊗ n (21)
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图 1 (a)有限元网格生成示意图；(b)一个四面体单元及单元内节点编号示意

是切向投影算符。

第三步，在一定范围内遍历 K 的取值。对每一个取到的 K 值，都重复第一和第二个步

骤，以找到符合自由等势面条件的解。对 K 的搜索目标是满足等式∫

D
ρdV = 1 . (22)

式 (22)是质量拟合条件的无量纲形式。

在完成这三个求解步骤之后，我们就可以唯一地求出模型恒星的形状和内部密度分布，

并使得模型恒星具有与真实恒星相同的质量。整个过程需要反复多次求解超大规模有限元问

题，大规模并行计算资源是完成这项工作的必备条件。上海超级计算中心的“用户资源倍增

计划”为较高强度的计算资源使用提供了稳定的保障。

3.2 并行计算技术

计算代码由 C++语言编写，采用 MPI并行体制，使用并行库 ParMetis
[28]
对有限元网格

进行优化，线性方程组的求解充分融合了并行工具库 PETSc
[29]
。算法的核心部分是三维有限

元格式的实现
[30]
，而计算工作依托上海超级计算中心曙光 5000 A资源。为了适应分布式内

存架构，原有的代码经过较大的调整。在 1024核，4 TB内存的用户可用资源上限以内，可以
有效完成包含 6400万单元网格的计算。实算中发现，对于超过 1亿单元的网格，在有限元网
格预处理阶段出现内存资源瓶颈。即使对内存负载进行充分地平衡，在主从并行模式下，主

节点的内存需求仍然无法被充分满足。这导致程序运行不稳定，主节点极易宕机。

3.3 数值结果

我们通过人工构造解析解和右端项的方式对计算程序进行精度与收敛性的检验
[30]
；另外

还尝试求解了慢速旋转的多方球问题，其结果与钱德拉塞卡的近似解吻合得极好
[20]
，这证实

了计算程序的可靠性和准确性。

Carciofi 等人
[25]
在考虑更复杂星周环境的前提下重新处理了 Domiciano de Souza 等

人
[24]
对波江座 α的干涉测量数据，并得到了 6个拟合模型，其中第四个模型可以最好地拟合
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测光数据，我们因此采纳该模型的几个参数。在这个模型里，波江座 α的赤道半径被拟合为

10.2 R�(Re = 7.10 × 106 km)，而自转轴相对于观测视线方向的倾角为 i = 65◦。结合在引言中
介绍的质量和自转线速度的数据，计算得该星的自转角速度为 Ω0 = 3.493 × 10−5 s−1。

在仅有质量与自转角速度数据的情况下，我们可以利用前面描述的方法挖掘出恒星内

部丰富的信息。使用包含 6400万单元的有限元网格进行高精度计算，结果表明在多方指数
n = 1的假设下，描述波江座 α内部的最优状态方程为：

p = 1.8241 × 109 Pa ·m6 · kg−2 · ρ2 . (23)

图 2展示了使用质量拟合条件确定热力学参数 K的具体情况。同时得到星体形状的偏心

率为 E = 0.722，与之对应的扁率为 f = 0.308，即 Re/Rp = 1.45。这与 Carciofi等人通过测光
数据拟合的形状参数 Re/Rp = 1.4非常吻合

[25]
。本方法还第一次估计出对波江座 α内部密度

结构。图 3给出了在恒星赤道面内密度和压强随半径变化的曲线。

图 2 利用质量拟合条件对热力学参数 K 的遍历过程

实线表示模型所具有的质量与 K 的关系星形标记标示出当 K = KA = 1.8241 × 109 Pa ·m6 · kg−2 时，模型的质量恰好可以匹配恒星

的观测质量 MA。

众所周知，在旋转对称的恒星外部，引力场可以在球坐标系 (r, θ, Φ)中展开为勒让德多
项式形式：

Vg(r, θ) = −GM
r

1 −
∞∑

k=1

J2k

(Re

r

)2k

P2k(cos θ)

 , r ≥ Re . (24)

J2, J4, J6, · · · 称为引力场的带谐系数。表 1给出了根据计算结果推导的波江座 α引力场的带

谐系数。
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图 3 波江座 α内部密度分布的数值模型

(a)是密度随半径的变化；(b)是压强随半径的变化。两条曲线取值均在恒星的赤道平面内。两图中的虚线均表示钱德拉塞卡近似

方法给出的相应密度与压强的分布。可以看到，对于快速自转的恒星，近似方法的误差很大。

表 1 波江座 α星外引力场带谐系数

n 2 4 6 8 10 12 14 16

Jn × 106 63 143.00 −9860.30 2171.30 −578.33 174.04 −57.02 19.89 −7.28

洛希模型只能给出对形状的估计，而无法可靠地计算恒星内部的结构，更无法引申到恒

星的引力场。其他对旋转扰动进行近似的模型虽然对恒星内部结构具有一定的估计能力，但

对于波江座 α这种极快速旋转甚至逼近解体极限 (Re/Rp = 1.5)
[24, 25]
的情况，却无法得到令人

满意的近似结果。相比之下，本文的数值直接求解方法具有充分的准确性和普适性。

4 总结和展望

本文利用三维有限元方法和并行计算技术，实现了对快速自转恒星波江座 α的建模，讨

论了多方指数 n = 1时的求解过程和计算结果。由于波江座 α属于早型星，其内部辐射压强

较强，因此实际的多方指数应当大于 1。式 (8)将不再是线性方程，但本方法依然可以采用牛
顿迭代等方法来求解随之产生的非线性方程，而整个问题求解的框架不变。如果采用更加真

实的状态方程，将得到更加准确的结果，这是我们的后续工作之一。本文的旋转多方球模型

仅含有多方指数这一个可调参数，其简洁性是现有其他模型所不具备的；而同时，本文采用

的求解方法是最严格普适的，没有其他方法在数学手段层面的局限性。波江座 α据信拥有一

个伴星
[31]
。由于有限元方法对任意几何形状有非常优异的适应性，因此本方法可以毫无障碍

地被推广到包含伴星潮汐作用的场合。恒星包层受到潮汐引力和快速旋转的共同影响，其产
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生的形变可以被准确地计算。这使得我们第一次拥有在严格考虑各种外界条件的情况下准确

计算恒星结构的能力。最后，本方法可以毫无障碍地处理诸如较差自转带来的附加扰动等一

些恒星内部复杂过程。

由于旋转对称引力场的带谐展开式 (24)中高阶带谐系数衰减很快，需要足够的数值精
度才能保证高阶展开系数值的可靠性。这要求有限元问题求解中使用包含大量单元的网格以

确保对小尺度密度分布结构的解析度。表 (1)中报告的结果由包含 6400万单元的网格得到。
在未来的工作中，预期将需要更大的网格支持计算。当网格内单元数量超过 1亿后，在上海
超算Magic Cube上稳定运行整个程序还需要更多软件层面的优化与硬件资源使用量的提升。
这集中体现了三维高精度偏微分方程数值求解对超大规模计算资源的高要求。

从计算数学角度看，有限元方法在求解亥姆霍兹方程这类定态波动方程时精度和收敛性

与解的后验性质有很大的关系。如果求解区域不规则，或方程的解预期存在高波数的结构，

则经典 Galerkin有限元方法可能较大地偏离理论精度收敛阶数。这个问题会加剧计算资源的
消耗，同时影响结果的可靠性。在对较差自转问题的一些初步探索中，我们发现，最小二乘

Galerkin有限元方法 (Galerkin-least-squares finite element method)
[32]
可以显著地提高数值解对

具有高波数的真实解的逼近精度。而目前对三维不规则几何形状与不规则网格情况，该方法

的数学理论仍然是计算数学领域的空白。我们将以今后的工作为契机，对此开展更加深入的

研究。
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A Polytropic Model of Rapidly Rotating α Eri
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Shanghai 201203, China; 3. Shanghai Astronomical Observatory, Chinese Academy of Sciences, Shanghai 200030,
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Abstract: We present a three-dimensional numerical method for calculating the non-spherical shape

and internal structure of a model of a rapidly rotating gaseous body with a polytropic index unity.

The calculation is based on a finite element method and accounts for the full effects of rotation.

We apply it to a model of a rapidly rotating, highly flattened star (α Eridani). The distributions of

density and pressure are determined via a hybrid inverse approach by adjusting a priori unknown

coefficient in the equation of state (EOS) until the model mass matches the observed mass of the

star. The numerical method, implemented as a 3D finite element scheme, relies on massively parallel

computing facilities. On the Dawning 5000A machine in Shanghai Supercomputer Center (SSC),

we utilized typically 1024 cores to carry out our calculations effectively. The model and numerical

method are both ready to be generalized to include various physical features and processes such as

differential rotation, tidal effects and more realistic EOS of gaseous configurations.

Key words: parallel computing; finite element method; polytrope; rapidly rotating star; α Eri
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