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摘要
:

1 9 8 6 年
“

旅行者 2 号
”

飞越天王星期间
,

由空间无线 电和光学 观测获得的卫星资料首次给出

天王星 5 颗主要卫星质量的可靠估计
,

从而推动了现代天王星卫星运动定量理论的建立
。

L as ka
r

于 1 9 8 6 年建立了第一个相对完整的天王星主要卫星的 (半 ) 分析理论 — G U S T 86
,

其高精度已

被许多学者的实算证实
。

之后
,

对理论 的改进作 出贡献的学者有
:

M al h ot ar 等人 ( 1 9 8 9 )
、

L az az or

等人 (1 98 7
,

19 91 ) 分析研究了天王星卫星系统中近共振项对长期摄动解的影响
;

几 y lor ( 19 95) 采

用数值积分拟合观测资料
,

以更精确地测定卫星质量 ; C hr ist o u 和 M ur
r

ay ( 1 99 7 ) 则将一个 2 阶

L aP la ce
一

L ag ar ng
e
理论应用于天王星卫星系统

。

对这些学者的工作作一概述
。
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;
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1 引 言

在太阳系的卫星系统中
,

天王星卫星系统 的运动理论要远 比其他大行星卫星系统简单
,

且具有唯一的动力学特征
。

这是因为
:

( l) 在天王星 5 颗主要卫星中
,

除 M i ar n
da 质量偏小

( < 10 一 “ ,

相对主星质量 ) 和倾角偏大 (约 .4 20 ) 外
,

其余卫星的质量都在 1 0一 5 量级
,

且偏心

率
已 和倾角 ` 也足够小

,

一般都在 10 一 “ 量级
。

这样
,

2 阶摄动的影响一般很小
;

(2 ) 天王星

卫星间没有像土卫和木卫系统中那样存在严格意义上 的共振运动
,

导致摄动长期解在卫星系

统的摄动运动中占支配地位
;

( 3 ) 天王星的 凡 (R / a)
2 可与 m /M 相比较

。

天王星卫星运动的

这些特征为研究长期摄动理论提供了一个理想的实物背景
。

20 世纪 80 年代中期以前
,

天王星卫星 的理论模型仍然相当简单
,

实际上主要只是一个仅

包含 L ap l ac e 项 林
l 一 3入: + 2人3

) 的进动椭 圆模型 l, 一 4〕
。

虽然这一模型在早期的理论归算中

给出了相当好的近似轨道
,

但随着航天探测的发展以及新的观测手段 (特别是 C C D 技术 ) 和

新的观测归算处理方法 的广泛采用
,

观测精度大幅度提高
,

理论精度 已远不能满足实际的需

要
。

D er m ot t 和 iN hc ol so
n s[] 指出

,

先前的简单动力学模型导致卫星质量测定存在严重误差
,

特别是内卫星
,

测定值 比实际质量几乎大了一倍
。

为此
,

他们给出了新的长期摄动解
,

并提出
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更准确测定卫星质量的必要
。

1 9 86 年 1 月
“

旅行者 2 号 (肠y a g er Z )
”

成功飞越天王星
,

期

间获得相当数量的高精度观测数据
,

这一航天成就为更可靠测定天王星及其卫星系统的质量

等重要参数
,

以及对运动理论 的深入研究提供了基础
。

L as ak
: s[] 发表了一个天王星主要卫星

的运动分析理论一
G U S T 8 6 ( G e n e r a l U r a n i a n S a t e l li t e T h e o r y )

,

它包括了很多长周期项 (也

称为长期项 ) 和短周期项
,

这是第一个相对完整的现代天王星卫星 (半 ) 分析理论
。

目前
,

这个

理论的高精度 已得到公认
,

并在各种实测归算中被广泛采用
。

继 G U S T 86 之后
,

M al ho t ar 等人 v[] 分析推导了在夭王星卫星系统中两个近共振 ( ne ar
-

r e s o n a n c e
) 项 一

U mb
r ie l

一

T i t a n i a
( U

一

T ) 和 T i t a n i a- O b e r o n
( T

一

。 ) 项对长期解特征频率的影

响
,

从而对 L as ak
r 在拟合观测资料时在计算的特征频率上加的经验改正给出了分析解释

。

此

外
,

L a z z a r 。 等人 [8 , 9 1
、

e h r i s t o u 和 M u r r叮 [`0 ]
、

几y l o : 【` ’ ] 等出色 的工作也都推动了天卫理

论的进一步完善
。

19 8 6 以来
,

采用 C C D 新技术获得的观测相继发表
,

如
:

oJ
n e s
等人 lz[ }

、

ve i ga 和 v ie i ar 11 3]
、

s h e n 等人 !1 4 ! 的观测均比照相观测有更高的精度
。

理论和观测的进展大

大推动了天王星卫星系统 的定量研究工作
,

从而也为满足未来太阳系航天探测 的需要奠定了

坚实的基础
.

本文首先介绍天王星卫星现代分析理论 G U S T 86
,

第 2 节叙述该理论的长周期解和短周

期解
,

并以实测计算结果分析 G U S T 86 的精度
。

第 3
、

4 节介绍几位学者的改进理论
,

由 1

阶直到 2 阶
。

第 5 节介绍 肠 y l o r l[ ` ] 在采用数值积分拟合实测作叠代改进后
,

给出的一些重

要基本参数 的最新测定
。

2 G U S T 8 6

— 第一个现代天王星卫星运动分析理论

在
“

旅行者 2 号
’ ,

飞越天王星之前不久
,

L as ak
r 6l[ 发表了 G u s T 86

。

这个理论包括了所

有长 (周 ) 期项和相当数量的短周期项
,

其相关的一些重要参数由拟合一个 12 yr 的短时期数

值积分确定
.

之后
,

L a s
h

r 和 J a e o b s o n [1 5 ] 采用 1 9 1 1、 1 9 5 6 年期间所有可得的地面
、 “

旅行者 2 号
”

的空间无线 电多普勒和光学观测资料来拟合 G U S T 86
,

归算给出了轨道周期
、

摄动项振幅和

位相的最佳估计
.

这个理论 的建立奠定了现代天王星卫星运动分析理论的基础
,

尽管后来的

一些学者对 G U S T 86 作了不少改进
,

但理论的基本框架仍然没变
。

.2 1 变 t 和运动方程

在 G u s T 86 中
,

L as akr 使用的是 D ur le z [16, 1 7 }在他的大行星运动理论中采用的一套变量

`p
,

q
, : ,

心
,

万
,

勃
,

它们与经典吻切轨道根数的关系为

+ 尹)
一 2 / 3 骨 n = 万 ( z + 尹)

子万山

久= N卜 了万。 = 了
n d亡+ :

心一 , i。

委
e

xp 训二丁。
,

乙

J.上ōJ
J`卫二e了e一一一一

万
、

心为 : 、

心的共扼
。

式中 N 为观测的平运动 (
o b s e r ve d m e a n m o t io n

)
,

A
、

N 满足 K e p l e r

等式 N “ A ” = 二“ 护 = G M
u

( 1 + 。 /场
J
)

。

这组变量的优点是便于泊松级数表示为复指数变量
。

这样
,

在由计算机推导公式时
,

可利用所谓的
“

棣美弗等式 (de M io vr e i de nt i七y )
”

直接替代
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is n 、 C O S 运算
,

大大简化推导过程
。

这套变量 目前已广泛见之于国外行星和卫星理论的论文

中
,

特别是法 国学者偏好采用它们
。

L as kar 由经典的行星 L a g ar n ge 方程给出这组变量的摄动

运动方程
:

d刀 一 3 、
八万

、 , ,。

a R

份 =

一
( l + p )

” “ 一
,

d t vj 八
`

、

一 ’

O q

奈
一

。 、 +

命(
;

譬

了万 (1 + 夕)
` / 3

N A Z

f
、

a R / a R a R 、
13( 1 + 刀 )下

二~

+ 沪劝 1 2
~

二一 + 万二二二 l +
L

` 一 ’

oP
`

\ d 之 o 之 /

+ C 」
,

肇
一 , 、 ·

箭
+

舜(
;

留

( 1 )

, ......
.J、 、11/了万( 1 + 尹)

` / 3

N A Z

二 a R
+ C
一一 J C

、仁丁( 1 + p )
` / 3

口R 口R

2沪N A Z 斋
一 心干口心 口q

.

/ 口R 口R 、 1
+ 心 l 一

名下; 一 + 万下二二 1 }
\ o 之 o 万 / 」

、 、.下了
/

J

叻
.

吁一
一
卜伙

、

扩
一.ó 尸

戳口一a
r门一一声勺

. f“.

…a一a

||

一一一一
山一由叮一击

式中 R 为摄动函数
:

R 一 艺# ` G m , ( l/ △
、 j 一 。

·

。 /
r

了)
,

沪 二 抓二飞百二

1 / ( 1 + 司
。

这里 : , 是天王星至 艺卫星的矢量
,

△ * , 是 乞卫星到 j 卫星的距离
,

松级数
:

了1 一 。 “ ,

劝 =

R 可展开为泊

饥
`

N Z A Z

Ms
u n

( 1 + 。 /Ms
u n

)艺艺氏
1。 ,

, (。 ), “ , “
’ : “ ;万 z ” ;

“ : 万’

`万
’ : “ `

“ “ ’ e x p (k。 + k
` 、 ` +

几 i o
j任 Z (2 )

了二丁(k N + k`

N
`

): )
,

这里 。 1 0 = (g
,

g
` ,
五

,
万

, 。 , 。 ,

瓦 ` ,
石` , 。 ` , 。 `

) 任 N
` o ;

氏
1。 ,

, ( a )是实数系数
,

仅与 。 有关
;

Ms
u 。

是

太阳质量 ;
m 为卫星质量

。

.2 2 摄动函数展开

若将天卫变量 (p 、 ,

、 `
, : ` ,

众
,
万、 ,

心、 )
,

乞二 1
,

…
,

1 5
,

并入一 6 x s = 30 维矢量 V
,

则 ( 1 )

式可简化表示为

v = A ( V
,

t )
.

( 3 )

作变量变换
,

v = v 。 + △v ( V
。 ,

t )
,

(4 )

△ V 选择使 V
O 成为 v 的 自治部分 (只有 k , 二 勺 = 0 的项 )

,

即长期部分
,

它包含非常长的

长周期项 (> 5o 0 00 yr )
; △ v 含 无* 笋气荞 0 的项

,

即为短周期部分
。

微分 (4 ) 式可得

亡 一 亡
。 +

擎
(v

。 ,

, ) +

弊
(v 。 ,

。)

华
+ …

口 t
、

`

口 V O

”
d t

(5 )

(3 ) 式的右边在 v
。 作泰勒展开

,

得

“ 一 A (v
。 ,

,卜歇
(V

。 ,

艺)△ ( V
。 ,

` , +

( 6 )
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(5 ) 和 (6) 式右边展开的详细叙述请参阅文献 !17
,

1 5]
。

2
.

3 L aP l a e e 一

L a g r a n g e 长 (周 ) 期解

aL sk ar 指出
,

由于天王星卫星的 e 和 ￡都很小 ( < .0 0 5 )
,

质量也小 ( < 1 0一 4 ,

相对主星 )
,

其摄动函数 R 展开项数可大大减少
。

第一近似可分别取 (5 ) 和 (6 ) 式右边的 1 阶 (相对 。 ) 1

次 (相对
e 、

落
,

L as akr l[ 5 ] 定义
。

、

乞的幂次为次 (d ge er e) ) 项
,

引入算符 (… 表示长期部

分 ;

{… } 表示周期部分
,

则有

V
。 二 (A ( V

。 , `) )
.

(7 )

( 7) 式即是一个线性常系数方程组
:

最}; {
一

两 }之
`

丈
2

}
·

}; } (8 )

式中
,

A l 、

A Z 是两个 5 x s 的常系数特征矩阵
。

在行星理论中
,

这即是所谓的 L ap l ac * L ag ar gn
e

(以下简称 L
一

L ) 摄动方程
.

按泊松定理
,

半长径 。 在 2 阶内没有长期项
,

长期解摄动方程 中

不出现 p ; 因含平黄经 久 的项都是短周期项
,

q 也不会出现
。

L
一

L 方程只在 : 和 心的方程中

出现
。

此方程是可积的
,

当赋予一组初始值后
,

即可获得一组 L
一

L 解
:

n
z 、

(`) 一艺 A卿
e x p [̀ (* ` + 几 )]

,

j二 1

牡

么(: ) 一艺 A男
e x p [̀ (六` + 二 )] ( 9 )

式中 艺为卫星号 ; 局
、

九分别为矩阵 A l 和 A : 的特征频率
,

它们仅依赖于卫星质量 (。
`
)

、

天王星形状参数 几 和 人 以及平均平运动 N
; 位相 马

、

、 和振幅 A
汀

、

A纷由拟合观测或
数值积分确定

。

这个解是天王星卫星完整解的第一近似 lI sJ
,

解的周期从几年到几百年
,

反映

了卫星轨道的进动运动
。

摄动展开的高阶项只会使 岛
、

方 有小的变化
。

数值积分可以提供一组比较理想的高精度等间距模拟观测
。

L as ak r 同 采用一个 12 y :
数

值积分拟合 G u s T 86
,

来归算长期项的特征频率 局
、

九
,

结果发现理论值与由拟合数值积分

得到的值有明显的差异
,

表 1 给出了两组值的比较
。

表中最后一列是两组值的比 (ar t i o
n)

,

这

些比值一经确定就被固定
,

在以后对各种实测资料的拟合归算中不再改变
。

G U S T 86 中
,

这

两组频率值的差被作为经验改正加在理论的特征频率上
。

L as k a r 把它们归因于尚未考虑的高

阶项的影响
。

表 1 长期项的频率
:

理论计算值
、

数值拟合值以及两者的比率 l6]

频率

E 1

理论计算值 数值拟合值 比率

1 9
.

6 7 5

6
.

0 7 7

3
.

3 9 8

2
.

9 2 1

0
.

4 6 3

2 0
.

3 6 7

6
.

3 5 2

3
.

5 3 0

3
.

5 6 9

0
.

3 0 5

1
.

0 3 5

1
.

0 4 5

1
.

0 3 9

1
.

2 2 2

0
.

6 6 0

1 9乃 7 9

一 6
,

1 4 1

一 3
.

4 5 3

一 3
.

0 1 9

一0
.

2 4 1

一 2 0乃4 3

一 6
.

6 2 2

一 3
.

4 0 0

一 3
.

1 2 7

一0 2 0 8

1 0 4 9

1
.

0 7 8

0
.

9 8 5

1
.

0 3 6

0 8 6 4

凡aE场凡11几aI几几
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.2 4 短周期解

由 ( 5 ) 和 (6 )式可知
,

- -
· ·

一 一 一一
卜 \ ,

.

一
、 、 _ _ .

_ _
_

_
,

r a A
1 防粗周期坝米 目 I A 又V O ,

七少J
,

2 阶妞周 期坝米 目 嘴几获二-

L口 F O
丈V

。 ,

亡)△ V

V 。 ,
t )

}
,

, 少
一

亚一” “卜” J/一 只“ 几个积分后出“ 刁
·
除” 的项才可“台” 阶

·

G U S T 86 包含了约 1 50 项短周期项
,

其 中 o 次项很容易积分
,

而 1 次项则需先代入相应

变量的长期解然后再积分
。

G U S T 86 包括的几个主要短周期项有
:

( 1) 1 阶 0 次短周期项 (如
:

(从
一凡 )

o be or n

)
:

这些项与一些参数有简单的关系
。

振幅与摄

动卫星的质量成正比
,

频率和位相均是平均平运动 (N ) 和起始点黄经 林
。

) 的简单组合
。

在非

引力 (如潮汐力
、

碰撞等) 的作用下这些项不会被衰减
,

因此有时被称为受迫项 ( fo cr de t er m s)
;

( 2 ) 2 阶 0 次短周期项 (如
:

(久
: 一 3久: 十 2凡 )M iur dn

a

)
:

这些项的振幅与两颗卫星质量的乘

积 (二
2二 3

) 成正比
;

( 3 ) 1 阶 1 次短周期项 (如
:

( 2从
一 3凡 + 凡 )ob er

o n

)
:

这些项是 0 次短周期项与长周期项

的乘积
,

它们与参数的关系相对较复杂
。

aL
s

akr 在归算中发现两个近共振卫星对 U
一

T (n u / n T = 2
.

1 0 0 7 、 :2 1) 和 T
一

O (n T
/ 。

o =

1
.

5 4 6 5 、 :3 2 ) 在
己 和 。 的摄动项 中产生两个大振幅短周期项

,

它们的周期分别为 86 d (珍 T )

和 144
一

g d ( T
一

0 )
。

这两个近共振项破坏了标准 L
一

L 长期解的简单动力学
,

导致仅由长期项测

定卫星质量的不可靠
。

2
.

5 G U S T 8 6 的精度

G U s T 86 与一个 12 y r
数值积分结果比较的最大差从 10 k m (M i r a n d a

)到 80 k m (O b e r o n
)

,

表明 G tj s T s 6 有很好的内符合精度
。

L a s
硫

: 和 J a e o b s o n [1 5 ] 采用空间以及 19 11~ 19 5 6 年期间

可得的地面观测资料 (除少量早期 的目视测微观测外都是照相观测 ) 作综合归算
,

完成了完整

G U S T 8 6 的建立
,

得到卫星位置标准差是
:

a 。 = 0
.

1 4 2 “

( 4 1 2 2 )
,

a ; = 0
.

13 1 “

( 4 1 2 1)
,

括号内

为归算的观测数
。

以此实测归算估计
,

归算 10 yr 的精度约为 1 00 k m 到 2 00 k m
,

归算 l oo yr

的精度也仅略变差些
。

20 世纪 80 年代以来
,

由于新技术 (如 C C D ) 的采用
,

观测的精度 已比

照相观测明显提高
。

特别是近年
,

J o n e S
等人 [1 2 ]

、

ve i g a 和 v i e i r a [1 3 ]
、

s h e n 等人 [1 4 ] 先后发

表了一批高质量 的天王星卫星 C C D 观测结果
,

S h en 等人还采用 G U S T 86 和 由数值积分 (主

要参数取 自肠 y l o r 1l l J 和城
n ch 等人 扭g ] 给出的值 ) 归算给出的理论值分别拟合 1 9 95 ~ 19 9 7

年期间的 C C D 观测资料
。

表 2 给出天王星 4 颗主要卫星相对于 O b er o n 的 C C D 观测在极坐

标中的两个分量 .P A
.

(p o s i t i o n A n g l e
) 和 p ( S e p a r a t i o n

) 的标准差
,

其中 a “
是相对残差 (O

一

C )

表 2 分别由 G U S T 8 6 和数值积分归算的天王星各卫星对的 C C D 观测 O
一

C

(相对 ( O
一

C ) 平均值 ) 的标准偏离 【̀4 ]

卫星 一 O b e r o n
N

u , , ,

(G U S T 8 6 )
cT ,I

(数值积分 )

.P A
.

.P A
.

0
.

0 3 6 1

0
.

0 4 2 9

0 0 4 2 4

0
.

0 7 9 6

0
.

0 4 5 5 0
.

0 3 6 0 0
.

0 4 4 7

0
.

0 4 6 4 0
.

0 4 2 3 0
.

0 4 6 2

0
.

0 4 2 5 0
.

0 4 2 7 0
.

0 4 1 1

0
.

0 8 4 2 0
.

0 7 9 8 0
.

0 8 3 6

11411312283
A r i e l

U m b r i e l

T i t a n ia

M i r a n d a
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平均值的标准偏离
,

N
u 是采用的观测数

。

从表中可以看出
,

只有 M i ar n d a 因接近主星难以获

得清晰星像
,

。 稍大 (0
·

0 7“ 、 0
·

0 8` ,

)
,

其他卫星对的 a 均在 o
·

0 3 “ ~ 0
.

0 4 ` ,
。

此外
,

表中给出的

数值积分结果与分析理论归算的结果相当一致
,

实例归算证实 G U S T 86 确实有相当好的内
、

外符合精度
。

目前
,

这一理论作为最好的分析理论已被广泛应用于实测归算中
。

3 G U S T 8 6 理论的修正

G U S T 86 建立以来的 10 多年里
,

一些新的理论相继发表
。

M al h ot ar 等人 川 和 L az az or

等人 s[, 0z] 的 1 阶理论都考虑了在天王星卫星间存在的近共振项对长期摄动频率的影响
,

由此

给 出了对 G U S T 86 的修正
。

实际上
,

L as k a l
在用 G U S T 86 分别拟合数值积分结果和观测资料

时
,

已由 O
一

C 的差异发现这些近共振项对长期摄动的影响
,

但他并未给出分析推导和理论解

释
,

仅采用对特征频率加经验改正来弥补这个差异
。

M al h ot ar 等人的工作则完成了对这些经

验改正的理论分析和推导
。

这里
,

我们对 M al h ot ar 等人和 L a
zz ar

o
等人的理论作简要介绍

,

限于篇幅
,

有些较繁琐的推导过程不予细叙
。

3
.

1 M a l h o t r a 等人的理论

为检验 D e r m o t t 和 N ie h o ls o n [5 ]
、

L a s
h

r 【6 ] 建立的 1 阶 L
一

L 长期摄动理论的合理性
,

M all lo tr a 等人 v[] 由对一个 4 0 0 0 y : 的数值积分作傅里叶分析产生了一个
“

数值系数分析 ( S y n -

ht et ic )
”

解
。

这个解的周期
、

振幅和位相与 L
一

L 长期解的预报值比较显示
:

iT 七an ia 和 O b er o n

的偏心率
e 的特征频率 (叙

、

爵
,

见表 3 ) 存在很大差异
; 而 U mb ir el 的相应值 爵 仅有小的偏

差
,

相应倾角 落的特征频率值则符合得相当好
。

M al h ot ar 等人的研究揭示
:

偏心率差异几乎

完全归因于两个
e 的 1 阶 (j + 1 :

力共振型近共振项 ( U
一

T 和 T
一

0 ) 对长期解的影响
; 而相应

含有 乞和 口 的近共振项只 以 2 阶形式出现
,

它们都非常小
,

仅由 (J 十 2 :
力共振项或更高阶型

共振项引起
,

对长期摄动的影响要小得多
,

因此 乞的特征频率值不出现明显的差异
。

虽然由偏

心率近共振项 引起的对长期解特征频率的改正是个 2 阶小量
,

但积分方程后
,

改正被小除数

j n 一 (j 十 l) n `

的 2 次幂放大
.

计算表明
,

这个频率的改正可达 15 %
,

是一个不可忽视的量
。

以考虑存在两颗卫星的 1 阶近共振项为例
。

取椭圆变量 a 、

入
、

p
、

q
、

h
、

k (也称无奇

点变量 )
,

其中 h ; 二 一 e ` s in 山
,

k、 = e ` co s 山
,

p ` = 一人 s in 口
,

吼 = 人 co s 刀
。

摄动哈密顿为

H
1 2 二 H冷 十 H撑

,

其中 H r犷是长期部分
,

H l犷是共振部分
。

H ~ 不含 p
、

q
,

加入摄动

哈密顿 H 后
,

对 伽
,

的 的解并无影响
,

但 { k
,

好 的摄动方程变为

于 、 , , , ,

饥￡ a 玄。 。

飞 = 一 夕 且勺勺 一 几`下下 一勺￡co
s 口

瓜 ( 1 0 )

叙一耳与
“ , 一 叭器淤isC in ”

j 务
7 = l

这里 0 = J久 1 一 (j + 1冲
: ,

C l 、

仇 是 。 和整数 j 的函数
, 。 = a1 /

a :
。

上述摄动方程 的第二项是近共振项
,

与强共振情况不同
,

0 的特征周期要比长周期短得

多
,

即 }j o l 一 (j + l) n Z
}》 {局

,

fj }
。

因此
,

相对近共振项幅角 0 的时间尺度 ( h
,

k
,

p
,

的为慢变化

量
。

近似地
,

可取 (h
,

k
,

p
,

的 二 常量
。

M al h ot ar 等人由 0 = J人l 一 (j + 1 )人
2 推得 乡= 一峭

s in 尹
,
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其中 沪 与 0相差一个常数 (推导过程可详见文献 【7」)
。

这是一个单摆运动方程
,

它的解是已知

的
。

由此
,

M al h ot
r a 等人采用 lB ek hm

a n 【2 ` } 曾用以分析动力学系统运动的一种
“

时间尺度分

离法 (
s e p ar

a t i o n o f t i m e s e a l e t e e h n i q u e
)

” ,

对 ( 10 ) 式 { h
,

k } 的方程两边求平均
,

最后仍得到 l

阶常系数线性方程
:

人
`

一艺(A ` , + : A:
, )k ,

,

充
` 一 +
艺( A `j + : A :

, )h ,
( 1 1)

式中 : A’ 二 (n m / M )
“

(n加 )
2

。

可以看到
,

(1 1) 式的方程形式与 (s) 式是一致的
,

仅系数矩阵

有一个 2 阶小量的改变
。

由此可知
,

( n ) 式的解应与 (9 ) 式完全相同
,

只是特征矩阵 A l
、

A : 的特征频率由 系 变为 岛 (见表 3 )
。

这意味着
,

近共振项的存在并不对长期解的形式产生

影响
,

即不改变长期解 的定性性质
。

M al h ot ar 等人为了作评估
,

采用 L as k a r 和 J ac ob
s
on 所

使用的半长径和卫星质量值重新计算特征频率
。

表 3 给出经验改正后的特征频率及 M al h ot ar

等人理论的相应频率值
。

比较显示
:

两个特征频率值十分接近
。

至此
,

L as ak r 采用 的经验改

正值得到了完满解释
。

M al ho tr a
等人完成了一个新理论

,

而由该理论拟合地面和
“

旅行者 2 号
”

空间观测资料

归算得到的质量显然更具有可信度
。

表 3 M
a lh o t r a 等人

、

L a z z a r o 等人的特征频率值与 L a s

ak
r
和 J a e o b s o n 的计算频率

及改正频率值的比较

特 征频率 L as ak
r 和 J a e o b s o n

计算频率 玖 改正因子 l)

/ (
o

)
·

y r一 1

改正频率

M a lh o t r a 等人 〔7 ]

频率 岛

比值 2 ) L a z z a r o 等人 18
,

2 0 ]

频率 g
`

y r 一 1 y r 一 1 y r 一 1

o)一20o)一20o)一20

1 9
.

4 4 0

5
.

9 4 4

2
.

7 3 1

1
.

7 3 5

0
.

3 8 3

.

3 6 3

6
.

2 1 7

2
.

8 6 5

2
.

0 7 9

0
.

3 8 6

6
.

1 8 6

2
.

8 4 8

2
,

0 8 6

0 4 1 0

1
.

0 0 2

0
.

9 9 5

0
.

9 9 4

1
.

0 0 3

1
.

0 6 2

6
.

1 7 8

3
.

8 6 1

2
.

0 8 3

0
.

4 0 6

一 1 9 4 5 3

一 5
.

9 9 9

一 2
.

70 6

一 1
.

8 2 8

一 0 2 5 9

1
.

0 3 3

1
.

0 4 6

1
.

0 4 9

1
.

19 8

1
.

0 0 9

1
.

0 4 4

1
.

0 4 8

1 0 4 8

1
.

0 0 8

1
.

0 0 0

一 2 0
.

3 0 9

一6
.

2 8 7

一 2
,

8 3 6

一 1
.

8 4 3

一 0
.

2 5 9

一 2 0
.

3 4 0

一 6
.

2 3 9

一 2
.

7 9 0

一 1 8 3 9

一 0
.

2 6 9

1
.

0 0 2

0
,

9 9 2

0
.

9 8 4

0
.

9 9 8

1 0 3 9

一 2 0
.

3 7 8

一 6 2 4 4

一 2
.

7 9 7

一 1
.

8 4 3

一0
.

2 7 5

9192邵94gsfl人几几九

1) L as ka
r 和 J a c o b so n 采用的经验改正值与基于数值积 分的理论值之比 ;

2 ) M al ho tr
a 等人 的特征频率与 L as ka

r 和 J ac
o b so

n 的特征频率之 比 由表可 以看到 g5
、

几 仍需分别作 6 % 和 4 % 的

进一步改正
,

其余值则都已在理论值 的 1% 范围内
。

3
·

2 L a Z z a r o 等人的理论

aL
z z

ar
。
等人 sI]

、

L az az ro 0z[ } 发表 了一个完整的半分析理论
。

该理论考虑了卫星间的相

互摄动
、

太阳和天王星的引力摄动
,

并包含两类解
:

半长径 (a) 和平黄经 (幻 的半分析解 ; 偏

心率 (e)
、

近心点幅角 (司 和倾角 (动
、

升交点黄经 (刀) 的分析解
。

L az az or 解释之所以这样
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做
,

是因为天王星卫星系统的特殊物理条件
:

对半长径和平黄经
,

开普勒轨道解就几乎可完全

描述它们随时间的变化
,

其差异仅在一个 2 阶小量的摄动 (3 颗内卫星间的 L ap lac e 共振项 )
;

而对其他变量 (
。 ,

坛
,
国

,

口)
,

开普勒轨道解不能以足够精度描述其真实运动轨迹
,

因为摄动引起

这些变量的变化与开普勒轨道有相当大的差异
。

L az z ar o 认为
,

对这些变量采用分析解易于分

别确定各个摄动的影响
。

aL zz ar
o
等人 (sJ 详细分析 了太阳摄动对天王星卫星运动的影响

。

他们在倾角和交点黄经

的摄动运动方程中加入了太阳的摄动
。

完整 的理论发表在 L az az or 1 9 9 1 年的论文中 (见文中表

4 、 表 8
,

作为 比较
,

表中还给出了 G U S T 86 的相应值 )
。

结果显示
,

这个理论与 G U S T 86 有

较好的一致性
,

最大的差异出现在倾角和升交点黄经上
:

在 L az az or 表中
,

有两项 G U S T 86 没

有的大振幅太阳摄动项
。

但这两项幅度相近而符号相反
,

因此在初始时刻它们是抵消的
。

只

是在长时间间隔里
,

它们的影响才会变得重要
。

L az az or 的理论直到现在还未与实测拟合
,

也

未见有人采用
。

不过
,

由于该理论 比 G U S T 86 和 M al h ot ar 等人的理论更详细地考虑 了太阳摄

动
,

且从表 3 给 出的特征频率看
,

它与其他理论也符合得相当好
。

因而
,

这一理论也不失为一

个值得研究采用的理论
。

4 2 阶理论的发展

D ur ie z , 月 建立了一个有 4颗外行星的 2 阶分析理论
,

其摄动展开到 2 阶 7 次
。

L as ka r 11 8〕

则系统地给出了一套便于推导高阶摄动展开的规则和公式
。

这些大行星高阶理论被许多学者

广泛应用于卫星动力学模型的建立中
,

如
:

v i e n n e 和 D u r i e z [2 5 , 2 6 ]
、

L a s
h

: [6 , 2 7 ] 等
.

e h r i s t o u 和 M u r r
叮 l` 0 ] 指出

,

虽然 M a l h o t r a 等人的理论 由于加入了 U
一

T ( 2 : z ) 和 T
一

。

(:3 2 ) 两个近共振效应而得到与数值积分相当一致的结果
,

但大于 1% 的差异仍然存在
,

他们

把这些差异归因于未考虑一些高阶 (弱 ) 近共振项的影响
。

为此
,

C hr ist ou 和 M ur r
ay 在上述

大行星高阶理论的基础上
,

对天王星卫星运动摄动方程作 2 阶推导
。

由 .2 2 节的 (5 ) 和 (6 ) 式

可得
“ 。 一 `A (V

。 ,

` , , +

<歇
( V

。 ,
亡)△

I
V ( V 。 ,

`)

>
·

(1 2 )

上式中 △ I v 是 △ v 的 1 阶近似
,

等
(v

。 ,

。

卜 { A (v
。 ,

, ) }

a A

a V o
( V 。 ,

约和 △ l

(v
。 ,

t) 的乘积项对时间积分会生成线性 2 阶长期解
,

( 12 ) 式右边第二项 中

而 △ I V ( V
O ,

亡) 中 (弱 )

近共振项与相应项乘积积分后的解因含小除数会导致解降阶
。

尤其对 q
,

方程为
口△ i q`

口艺

{:
{
口

) (。
。 ,

艺) }+ 、从△ 1 , ` ,

、 一 l
,

…
,
。

,

其中 :
{
“

) 是 ( 1) 式第二个等式右边第二项
, 。 。 { ,

,

、
, : ,

`
,

;
,

好
。

△ l q 由对 t 双重积分得到
,

解出现含 (从从 十 勺凡 )
2 小除数项

,

这些项会对 1 阶甚至 。

阶项作
“

贡献
” 。

C h r i s t o u 和 M
u r r叮 定义所有对摄动影响大于 0

.

0 0 1
“

/ y r 的近共振项为
“

有贡献 (
s i g n i if

-

ca nt )’’ 项
,

这些项列于表 4 中
。

计算 2 阶理论将涉及相当大量的项
,

C hr i st ou 和 M ur r ay 借

助了 L as ka
: l[ s] 的推导规则和公式

,

采用已在太 阳系动力学研究中广泛应用的计算机代数 (符

号 ) 运算作程序推导来完成这项非常繁琐的工作
。

改进后的理论能使特征频率的相对误差减小
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表 4 对天王星卫星系统 2 阶理论
“

有贡献
,

的近共振项 1
1

0]

卫星对

> 1 0 一 1

/ (
o

)
·

y r 一 l

对摄动影响

> 1 0 一 “
/ (

o

)
·

y r 一 1 > 1 0一 3
/ (

o

)
·

y r 一 1

M i r a n d a 一 A r i e l

A r i e l一 U m b r i e l

U m b r i e l一 T i t a n ia

T i t a n ia ee o b e r o n

2 : 1
,

3 : 2
,

4 : 2
,

4 : 3

3 : 2
,

5 : 3

4 : 3
,

5 : 3
,

6 : 4 3 : 1、 9 : 7
,

5 : 4 、 8 : 7

总计

到 .0 5 % 以下
。

表 5 给出了由数值积分和各种分析理论归算 的偏心率 (e) 长期解特征频率的比较
。

表中

以 M al h ot ar 等人 闭 的数值积分值为标准
,

归算 出各种理论值的相对误差
。

很明显
,

L
一

L 长

期解的相对误差较大
,

特别是第四个特征频率 (g4 )
,

其差达到 二 16 %
。

此误差主要是受近共

振项的影响
。

表中
“ E

.

L
一

L (E x t e n d e d L a p l a e e 一 L a g r a n g e 长期解 )
”

和
“

M a lh o t r a ”

两列分别

为由 c h ir st o u 和 M ul r ay [1 0] 及 M al h ot ar 等人 {7 ] 修正近共振项影响后所得的值
,

其相对误差

已大大减小
。

最后二列则是采用 c hr ist ou 和 M ur r ay l[ 0] 的 2 阶理论得到的值
,

其中最大相对

误差已在 .0 5% 以下
。

由表可清楚地看到
:

随着理论的发展
,

长期解的精度得以不断改进
。

表 5 各种归算 (数值积分和分析理论 ) 得到的长期解特征频率及其相对误差

卫星

数值积 L
一

L [1 0 ]

分 图

e 特征频率 (
e ig e n fr e q u e n e y ) / (

o

)
·

y r 一 1

相对 E
.

L
一

L [1 0 ] 相对 M a lh o t r a

误差 误差 等人 川

相对

误差

2 阶理

论 [1 0
}

相对

误差

M i r a n d a

A r i e l

U m b r i e l

T i t a n ia

O b e r o n

2 0
.

2 9 9

6 0 0 0

2
,

9 0 9

1 9 2 4

0 3 6 7

2 0
.

2 8 3

5
.

9 6 1

2
.

8 5 5

1 6 0 8

0
.

3 5 2

一 .0 0 1 %

一 .0 6 5 %

一 1
.

8 5 %

一 1 6
.

5 0 %

一 4
.

10 %

2 0
.

2 8 3

5
.

9 6 2

2
.

8 7 2

1
.

8 9 3

0
.

3 6 5

一。
.

0 5 %

一 .0 6 5 %

一 1
.

2 5 %

一 1
.

6 0 %

一住 5 5 %

2 0
.

2 8 9

5
.

9 6 5

2
.

8 7 4

1
.

8 7 4

0
.

3 6 7

一 .0 0 5 %

一 0
.

6 0 %

一 1
.

2 0 %

一 2
.

6 0 %

0刀0 %

2 0 2 9 1

5
.

9 9 5

2
.

9 0 6

1
.

9 3 1

0
.

3 6 7

一 0
.

0 5 %

一 0
.

10 %

一 0
.

1 0 %

一 0
.

3 5 %

0刀 0 %

5 参数的测定

卫星理论一些重要 的基本参数
,

如
:

大行星和卫星的质量
、

大行星形状参数 几 和 几
、

起

始历元的初值等的测定
,

对建立高精度分析理论和历表是至关紧要的基础工作
。

19 8 6 年
“

旅

行者 2 号
”

飞近天王星
,

且 曾接近天卫一 (M i ar n d a)
,

这期间 (约 3 个半月 ) 获得的无线电和

光学观测精度远高于地面观测
,

它们为测定
、

改进大行星和卫星质量等参数提供了良机
。

s m i t h 等人 [2 2 ]
、

T y l e r
等人 [2 8 ] 最早利用空间多普勒跟踪资料 (D o p p le r 一 t r a e k in g d at a

)初

步测定了天王星主要卫星的质量
,

他们的结果基本证实 了 D er m ot 七和 iN ch ol so
n s[] 的预期结

果
。

新的测定显示
:

T i t a n ia 和 o b er o n 的质量 比 ve ill et 闭 仅采用地面观测资料和简单进动

椭圆模型测定的值小很多
; M i ar n d a

等人的值则约小一倍
; 只有 A ir el 和 U l l l b r

iel 的质量与先

前估计值较接近
。

在 G U S T 86 发表之后
,

L as ka
r 和 J ac 而 so n ls[ } 采用

“

旅行者 2 号
”

空间观

测获得的所有无线电和光学摄像 (
s t ar

一 s at el h et i m ag in g ) 资料以及 19 1 1、 1 9 8 6 年 的地面观测资
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料进行拟合
,

归算了天王星及其卫星的质量
,

并给出一组完整的分析理论动力学参数
。

由于数值积分能够比分析理论提供更高精度的卫星历表
,

因此更多的作者采用 由数值积

分产生的轨道来拟合实测资料以改进参数
。

J ac o b so
n 等人 冲 } 综合分析 了空间多普勒跟踪和

光学资料以及地面观测资料
,

通过数值积分轨道拟合
,

叠代改进求解天王星及其卫星的质量
,

结果得到了更高精度的参数
。

最新的测定是由 肠y lo : ll[ J 完成的
。

他收集了 1 9 7 7 年 4 月 、 1 9 95 年 10 月期间所有发

表和未发表 的地面观测资料
,

其中包括相当数量的高质量照相观测
、

C C D 观测以及子午环观

测
,

并加入
“

旅行者 2 号
”

的光学观测
,

由数值积分拟合观测资料并作叠代改进
,

测定出更准

确的卫星质量等重要参数
。

肠 y l or 选取上述时间段有几个考虑
:

( 1) 1 9 8 1 年 1 月
“

旅行者 2

号
”

飞越天王星正处于此时间区间内
。

这样
,

就可以综合处理
“

旅行者 2 号
”

飞越天王星前后

的地面观测资料
,

以及飞越期间 ( < 3 个月 ) 获取的照相资料
;

( 2 ) 该时间区间覆盖了 L aP lac e

项的一个半周期
;

(3 ) 这个时期的大部分时候
,

轨道处在极指 向视线 (p ol e 一 o
n) 的易观测段

,

而轨道侧向指 向视线 (ed g e 一 o
n) 的不易观测期不在此时间区内

。

肠y l o r 采用的数值积分是 8阶 G a u s s 一 J a e k s o n 数值法
,

起始历元为 19 8 7
.

1
.

5
·

o ( J E D 2 4 4 6 8 0 0
.

5 )
,

步长取 .0 0 25 d
。

摄动计算未包括行星摄动
,

试算表明忽略它不损失精度
。

共有 15 个坐标和 5 70

个偏导数的 2 阶微分方程被数值积分
,

拟合改进的结果列于表 6
。

表中
,

基本参考面为天王星

赤道
,

起始点为天王星赤道在 B 19 5 0 地球赤道面升交点
,

坐标单位是 A U
,

速度单位是 A U / d
。

相对天王星
,

几颗主要卫星的质量
:

M i r a n d a 为 ( 7
.

0 5 士 0
.

3 1 )
x 10 一 7 ,

T i t a n i a 为 ( 3
.

8 39士

0
.

0 3 9 )
x 10 一 5 ,

O b e r o n 为 (3
.

23 0士 0
.

0 6 7 )
x 1 0一 “

。

相对太阳
,

天王星质量为 ( 4
.

3 6 5 8 7士 0
.

0 0 0 1 2)
x

1 0一 5 ,

其 几 为 0
.

0 03 3 6 5土 0 0 0 0 0 1 3 [1 1 ]
。

T a y lor 在最小二乘叠代改进过程中发现
:

天王星极的坐标 (。
p ,

占p
) 与轨道参数

、

人 与 而

都有强相关
,

故它们未参加改进
,

而是采用 rF en ch 等人 l0[ ] 的固定值
。

此外
,

卫星 A ir el 和

U mb ir el 的质量也存在强相关
,

因此它们的值也取 固定值
,

取 自 J ac o b so
n 等人 【2 3 )

。

M i r a n d a

表 6 历元 J E n 2 4 4 6 5 0 0
.

5 的初始坐标和速度 [1
1〕

A r i e l U m b r i e l T i t a n i a O b e r o n

一 0刀 0 0 2 6 7 1 2 6 9

0
.

0 0 0 8 2 3 8 1 6 0

0
.

0 0 0 0 6 4 9 2 2 5

一 0
.

0 0 3 6 7 0 6 6 0 0

一 0
.

0 0 1 1 7 9 4 5 5 4

一 0刀 0 0 0 7 1 7 6 0 2

0
.

0 0 0 9 7 8 0 1 5 5

O乃 0 0 8 1 7 8 5 5 8

一 0刀 0 0 0 0 0 0 1 9 6

一 0
.

0 0 2 0 3 9 3 5 4 6

0
.

0 0 2 4 4 6 6 7 3 6

0
.

0 0 0 0 0 0 0 9 6 6

0
.

0 0 0 9 4 1 2 3 7 2

一 0 0 0 14 9 9 3 4 5 8

0
.

0 0 0 0 0 1 7 0 9 2

0
.

0 0 2 2 9 2 9 3 3 7

0
.

0 0 14 3 9 6 8 8 9

0
.

0 0 0 0 0 2 2 1 3 8

0
.

0 0 1 0 0 6 5 9 3 4

一 0 0 0 2 7 3 6 14 2 3

一 0
.

0 0 0 0 0 5 14 7 0

0
.

0 0 1 9 7 6 9 1 0 1

0
.

0 0 0 7 2 4 3 7 4 2

0
.

0 0 0 0 0 2 17 3 0

一 0
.

0 0 3 4 5 6 7 0 6 2

一 0
.

0 0 1 7 9 3 3 1 6 6

0
.

0 0 0 0 0 3 9 8 2 4

0
.

0 0 0 8 3 9 1 0 5 1

一 0
.

0 0 1 6 18 3 2 6 0

一 0刀0 0 0 0 4 8 7 6 3

表 7 几位主要学者的卫星 G M 测定值的 比较 km
3

卫星 Ve i l le t 【1
] T y le r

等人 12 8
] L as ka

r 和 J a e o b s o n
[

1 5 ] J a e o b s o n
等人 [2 3

] T a y lo r
!

1 1】

M i r a n d a

A r i e l

U rn l〕 r i已l

T i t a n i a n

O b e r o n

1 1
.

6

1 0 4 0

6 9
.

4

3 9 3
.

0

3 9 8
.

8

9 O

8 5

2 3 2

1 9 5

4
.

4

8 6
.

3

8 4
.

0

2 3 0
.

0

1 9 9
.

9

4
.

4

9 0
.

3 *

7 8
.

2 *

2 3 5
一

3

2 0 1
.

1

4
.

0 9

9 0
.

3*

7 8
.

2*

2 2 2
.

4

1 8 7
.

1

注
: “ * ”

表示为固定值
,

取 自 rF
e n

hc 等人 〔1 9
]
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表 7 给出几位主要学者的 G M 测定值 (G 是引力常数
,

为 .6 6 72 x 10 一 20 k m ”
/ k g

·

5 2
)

。

表

中第一列 Ve iil et 的值是
“

旅行者 2 号
”

飞越之前的测定值
。

由比较看 出
,

卫星质量的测定值

在趋于减小
。

6 结 束 语

“

旅行者 2 号
”

飞越天王星期间
,

获得了精度远较其他观测资料高的光学和无线 电观测

数据
,

使更精确测定天王星卫星的质量成为可能
。

而 20 世纪 90 年代以来
,

地面观测技术也

有了很大改进
,

大量新的 C C D 观测数据的获得为运动理论 (特别是分析理论 ) 研究取得令人

瞩 目进展创造了条件
。

此外
,

天王星卫星系统具有的动力学特征也为研究长期摄动运动理论

提供了一个最理想的研究平台
,

而长期解理论的研究又对研究太 阳系稳定性课题具有特殊意

义
。

因此
,

近年来
,

许多国外学者对天王星卫星系统的研究表现 出极大 的兴趣
,

给予了特别的

关注
.

本文我们介绍了由 L as k ar 建立的现代天王星卫星分析理论 — G U S T 86
,

也对其之后

的发展和精化作了一简要综述
。

可以看到
,

新修正理论 的摄动已经考虑到 2 阶
,

分析解 (特别

是长期解 ) 的精度有 了明显改进
。

由严格分析方法建立的卫星运动解或模型始终是研究行星或卫星动力学 的有力手段
,

因

为
,

至少原则上可以将卫星的根数表示成系统的基本参数
,

如
:

卫星质量 。
、

平均平运动 N

和平均半长径 A 的显函数
,

这便于着手研究参数空间不同区域解的特性
。

基于此
,

为建立精

密卫星历表
,

改进分析理论仍然是一个重要的研究方向
。

进一步精化分析理论有赖于两个方

面的努力
:

( l)
己 和 落的摄动展开考虑到更高阶项

,

即
:

不仅包括 已 和 该的 4 阶长期项
,

而且

也要包括 2 阶近共振项平均后的效应 ;
( 2 ) 更精确测定系统的基本参数

,

特别是卫星的质量
。

高精度
“

旅行者 2 号
”

空间观测资料 的获得大大提高了卫星质量测定的精度和可信度
,

但
“

旅

行者 2 号
”

飞越时间较短 ( < 6 个月 )
,

因而
,

改进地面观测技术
,

提高地面资料的精度仍然是

必不可少的
。

一个新的
“

Vo ay g er m iss io n ”

正在计划中
,

它将发射天王星的环轨 (or ib t er ) 卫

星
,

更高精度 的光学资料有望获得
,

这必将有利于长期摄动的更精确测定
,

从而为更好地测定

卫星质量提供可能
。
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